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1 ガンマ分布

ガンマ分布 Γ (α, β)は、確率密度関数を

f (x) =
βα

Γ (α)
xα−1e−βx, x > 0 (1)

とする、(0,∞)上の連続確率分布である。これは (完全)ガンマ関数

Γ (x) =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt (2)

から定まる確率分布である。左辺の積分が有限の範囲 (0, s)のとき、この積分を不完全ガンマ関数と言う。
ガンマ分布の平均は

E (X) =

∫ ∞

0
x f (x) dx

=

∫ ∞

0
x
βα

Γ (α)
xα−1e−βxdx

=
βα

Γ (α)

∫ ∞

0
xαe−βxdx

=
βα

Γ (α)
Γ (α + 1)
βα+1

=
α

β
(3)

と求まる。分散は、X2の期待値から求める。

E
(
X2

)
=

∫ ∞

0
x2 f (x) dx

=

∫ ∞

0
x2 β

α

Γ (α)
xα−1e−βxdx

=
βα

Γ (α)

∫ ∞

0
xα+1e−βxdx

=
βα

Γ (α)
Γ (α + 2)
βα+2

=
α (α + 1)
β2 (4)

より、

V [X] = E
[
X2

]
− {E [X]}2

=
(α + 1)α
β2 − α

2

β2 =
α

β2 (5)

を得る。
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ガンマ分布 Γ (α, β)のモーメント母関数は

MΓ(α,β) (t) = EΓ(α,β)
[
exp (tX)

]
=

∫ ∞

0
etx β

α

Γ (α)
xα−1e−βxdx

=
βα

Γ (α)

∫ ∞

0
xα−1e−(β−t)xdx

=
βα

Γ (α)

∫ ∞

0

(
u
β − t

)α−1

e−u 1
β − t

du ここで u = (β − t) x , x = u/ (β − t)と変数変換

=
βα

Γ (α)

(
1
β − t

)α−1 1
β − t

∫ ∞

0
xα−1e−udu

=
βα

Γ (α)

(
1
β − t

)α ∫ ∞

0
xα−1e−udu

=
βα

(β − t)α
1
Γ (α)

∫ ∞

0
xα−1e−udu

=

(
β

β − t

)α
(6)

となる。

ガンマ分布の累積分布関数は、αが正の整数の場合は陽な表現を得ることができる。第 1種不完全ガンマ関数を
γ (α, x)と置く。

γ (α, x) =

∫ x

0
tα−1e−tdt (7)

部分積分を用いると第 1種不完全ガンマ関数の間には、

γ (1, x) = 1 − e−x (8)

γ (α + 1, x) = αγ (α, x) − xαe−x

という関係が成り立つことが分かる。第 2種不完全ガンマ関数の間にも同様の関係が成り立つ。
この関係を用いると、αが自然数 kで、β = 1の場合に、Γ (n) = (n − 1)!などを用いて

1 − FΓ(k,1) (x) = exp (−x)
{

1 +
x
1!
+ · · · + + xk−1

(k − 1)!

}
(9)

が示せる。同様に βが任意の正の実数の場合にも、

1 − FΓ(k,β) (x) = exp (−βx)
{

1 +
βx
1!
+ · · · + + (βx)k−1

(k − 1)!

}
が示せる。よって、αが整数 kの場合のガンマ分布の累積分布関数は

FΓ(k,β) (x) = 1 − exp (−βx)
{

1 +
βx
1!
+ · · · + (βx)k−1

(k − 1)!

}
(10)

となる。

2 指数分布とポアソン分布の関係

ある事象の発生間隔 Xiが互いに独立な指数分布 Exp (λ)に従っているとする。このとき期間 T の間にその事象

が発生する回数 Zは、どのような確率分布に従うかを考える。1

ここでの標本空間は

Z = {0, 1, 2, . . .} (11)
1この箇所は、参考書が p.70-71で、ポアソン分布から指数分布を導出しているのに対して、ここでは指数分布からポアソン分布を導出を

している。両者とも、本質的には同じ議論である。
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と非負の整数全体となる。「Z = k」で、「期間 T の間に k回の事象が発生する」事象を表す。一方でこの事象は、

「最初の k回の事象発生間隔の和 Ykが T 以下、かつ次の発生回数を加えた和 Yk+1は T を超える」と記しても、同

じことである。

Pr [Z = k] = Pr [Yk ≤ T and Yk+1 > T ]

= FYk (T ) − FYk+1 (T )

= FΓ(k,λ) (T ) − FΓ(k+1,λ) (T )

２つ目の等式の詳細はここでは省略。

ところで Ykの確率分布は kが整数であれば、前掲の通り、ガンマ分布となる。よってこのまま計算を続ければ、

Pr [Z = k] = FΓ(k,λ) (T ) − FΓ(k+1,λ) (T )

= 1 − exp (−βx)
{

1 +
βx
1!
+ · · · + (βx)k−1

(k − 1)!

}
−

[
1 − exp (−βx)

{
1 +
βx
1!
+ · · · + (βx)k−1

(k − 1)!
+

(βx)k

(k)!

}]
= exp (−βx)

(βx)k

(k)!
(12)

２つ目の等式は式 (10)を用いた。

3 指数分布とガンマ分布の関係

ある事象の発生間隔 X1, X2, . . ., Xnが互いに独立な指数分布 Exp (λ)に従っているとする。この時 Yn = X1 + X2 +

· · · + Xnが従う確率分布を考える。

指数分布のモーメント母関数は、前々回の課題より

MXi (t) =
λ

λ − t
(13)

であった。すると、これらの和 Ynが従う確率分布は

MYn (t) =

n∏
i=1

λ

λ − t
=

λn

(λ − t)n (14)

となる。これをモーメント母関数に持つ確率分布を探せば良いが、前回に講義で説明したように、モーメント母関

数を求める変換の逆変換は整備されていない。しかしこれがガンマ分布のモーメント母関数であることを知って

いれば、和 Ynがガンマ分布に従うと言える。

実際、式 (14)と式 (6)を見比べると、Ynの従う確率分布は、パラメータが α = n、β = λのガンマ分布であるこ

とが分かる。
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