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確率論 (Probability Theory)第 11週ベルヌーイ試行に関わる分布たち

w.yamamoto

1 二項分布

1回の試行で、成功する確率を p、失敗する確率を 1− pとする。これをベルヌーイ試行と呼び、その確率関数は

p (0) = Pr [X = 0] = 1 − p, p (1) = Pr [X = 1] = p (1)

となる。毎回の試行を独立1とすると、この試行を 2回繰り返したとき、成功する回数は {0, 1, 2}の何れかとなる。
それぞれの値を取る確率は

p (0) = Pr [X1 = 0 and X2 = 0]

= Pr [X1 = 0] Pr [X2 = 0] = (1 − p)2 (2)

p (1) = Pr [{X1 = 0 and X2 = 1} or {X1 = 1 and X2 = 0}]

= Pr [X1 = 1] Pr [X2 = 0] + Pr [X1 = 0] Pr [X2 = 1]

= p (1 − p) + (1 − p) p = 2p (1 − p)

= 2C1 p (1 − p) (3)

p (2) = Pr [X1 = 1 and X2 = 1]

= Pr [X1 = 1] Pr [X2 = 1] = p2 (4)

n回の互いに独立な試行で k回の成功を観測する確率は、

p (k) = Pr [X = k] = nCk pk (1 − p)n−k =
n!

k! (n − k)!
pk (1 − p)n−k (5)

となる。この確率関数を持つ確率分布は二項分布と呼ばれる。この確率分布の名前の由来は、次のような二項展開

に依る。

(p + (1 − p))n = 1

= nC0 p0 (1 − p)n−0 + nC1 p1 (1 − p)n−1 + nC2 p2 (1 − p)n−2 + · · ·

+nCn−1 pn−1 (1 − p)1 + nCn pn (1 − p)0 (6)

この式は、全確率が 1であることも意味している。
確率関数

p (k) = p (k; n, p) = Pr [X = k] = nCk pk (1 − p)n−k (7)

累積分布関数

F (k) = Pr [X ≤ k] =
k∑

l=0
nCl pl (1 − p)n−l (8)

ここまでをグラフに表すと、次の通り。まずは確率関数から。

1独立ならば同時に起こる確率はそれぞれが単独で起こる確率の積となる。Pr [X1 ≤ a and X2 ≤ b] = Pr [X1 ≤ a] Pr [X2 ≤ b] も、
Pr [X1 = a and X2 = b] = Pr [X1 ≤ a] Pr [X2 ≤ b]も成り立つ。
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図 4 p = 0.5の二項分布の確率関数 (n = 1, 3, 5, 10, 20)
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図 5 p = 0.3の二項分布の確率関数 (n = 1, 3, 5, 10, 20)
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図 6 p = 0.7の二項分布の確率関数 (n = 1, 3, 5, 10, 20)

確率関数は p = 0.5の時に対象、また p < 0.5では右に偏り、p > 0.5では左に偏る。また、n回の試行を繰り返す

と npに近い整数の方が、npより遠い整数よりも、観測されやすい。

以下は、確率関数と累積分布関数の関係の例である。総試行回数が 2の場合は、
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図 7 n = 2, p = 0.5の二項分布の確率関数と累積分布関数
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図 8 n = 2, p = 0.3の二項分布の確率関数と累積分布関数
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図 9 n = 2, p = 0.7の二項分布の確率関数と累積分布関数

のように、自分で計算して描くことも簡単だろう。総回数が 20の場合は、
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図 10 n = 20, p = 0.5の二項分布の確率関数と累積分布関数
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図 11 n = 20, p = 0.3の二項分布の確率関数と累積分布関数
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図 12 n = 20, p = 0.7の二項分布の確率関数と累積分布関数

となる。

Xの期待値 (= Xの平均)

E [X] =
n∑

k=0

knCk pk (1 − p)n−k =

n∑
k=0

k
n!

k! (n − k)!
pk (1 − p)n−k =? (9)

X2の期待値 (= X2の平均)

E
[
X2
]
=

n∑
k=0

k2
nCk pk (1 − p)n−k =

n∑
k=0

k2 n!
k! (n − k)!

pk (1 − p)n−k =? (10)

Xの分散 (= X2の平均 - Xの平均の二乗)

V [X] = E
[
(X − E [X])2

]
= E
[
X2
]
− (E [X])2 =? (11)

1.1 二項分布にまつわる計算

組み合わせの数

nCk =
n!

k! (n − k)!
=

 n

k

 (12)

二項定理

(a + b)n =

n∑
k=0

nCkakbn−k =

n∑
k=0

 n

k

 akbn−k (13)

これらを、二項分布では期待値や分散の計算に用いる。期待値では
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E [X] =

n∑
k=0

knCk pk (1 − p)n−k

=

n∑
k=0

k
n!

k! (n − k)!
pk (1 − p)n−k

=

n∑
k=1

k
n!

k! (n − k)!
pk (1 − p)n−k

=

n∑
k=1

n!
(k − 1)! (n − k)!

pk (1 − p)n−k

=

n∑
k=1

n
(n − 1)!

(k − 1)! ((n − 1) − (k − 1))!
p · pk−1 (1 − p)(n−1)−(k−1)

= np
n−1∑
l=0

(n − 1)!
l! ((n − 1) − l)!

pl (1 − p)(n−1)−l

= np {p + (1 − p)}n−1

= np (14)

分散では、

V [X] = E
[
(X − µ)2

]
= E
[
X2
]
− (E [X])2 (15)

のどちらでもなく、少し巧妙に、

V [X] = E [X (X − 1)] + E [X] − (E [X])2 (16)

を用いると、計算が簡単になる。k2をかけて総和を求めるより、k (k − 1)をかけた総和を求める方が、二項定理に
馴染みやすい。

E [X (X − 1)] =

n∑
k=0

k (k − 1) nCk pk (1 − p)n−k

=

n∑
k=0

k (k − 1)
n!

k! (n − k)!
pk (1 − p)n−k

=

n∑
k=2

k (k − 1)
n!

k! (n − k)!
pk (1 − p)n−k

=

n∑
k=2

n (n − 1)
(n − 2)!

(k − 2)! ((n − 2) − (k − 2))!
p2 · pk−2 (1 − p)(n−2)−(k−2)

= n (n − 1) p2
n−2∑
l=0

(n − 2)!
l! ((n − 2) − l)!

pl (1 − p)(n−2)−l

= n (n − 1) p2 {p + (1 − p)}n−2

= n (n − 1) p2 (17)

より、

V [X] = n (n − 1) p2 + np − (np)2 = np (1 − p) (18)

1.2 二項分布のモーメント母関数

二項分布のモーメント母関数は、二項分布の確率変数が、互いに独立なベルヌーイ試行の確率変数の和で表さ

れることを利用して求める。

成功確率 pのベルヌーイ試行の確率関数は

p (k) = pk (1 − p)1−k , k = 0, 1. (19)
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この確率関数を持つ確率分布のモーメント母関数は

MX (t) = E
[
etX
]
= et·0 p (0) + et·1 p (1)

= 1 · (1 − p) + et · p = pet + 1 − p (20)

X1, X2, . . .を互いに独立なベルヌーイ試行変数の列とすると、それぞれのベルヌーイ試行の確率分布のモーメント
母関数は上と同じく

MXi (t) = 1 · p + et · p, i = 1, 2, . . . (21)

となる。今 Y = X1 + X2 + · · · + Xnとすると、Y は n回の独立なベルヌーイ試行での成功回数となるから、Y の確

率分布は二項分布となる。このとき、Y の確率分布のモーメント母関数は

MY (t) =

n∏
i=1

MXi (t)

=
(
pet + 1 − p

)n
(22)

別解、直接計算してみると、二項分布のモーメント母関数は、n = 3ぐらいまでならなんとか計算できる。n = 1
の場合、

MX (t) = pet + 1 − p

(23)

n = 2の場合、

MX (t) = p2e2t + 2pet (1 − p) + (1 − p)2

=
(
pet + 1 − p

)2
n = 3の場合も、

MX (t) = p3e3t + 3p2e2t (1 − p) + 3pet (1 − p)2 + (1 − p)2

=
(
pet + 1 − p

)3
実は一般の nについても

MX (t) =

n∑
k=0

ekt n!
k! (n − k)!

pk (1 − p)n−k

=

n∑
k=0

(
et
)k n!

k! (n − k)!
pk (1 − p)n−k

=

n∑
k=0

n!
k! (n − k)!

(
pet
)k

(1 − p)n−k

=
(
pet + 1 − p

)n
(24)

と求めることができる。最後の式は二項定理による。

2 幾何分布と負の二項分布

二項分布は n回の試行の中での成功回数 Xの確率分布であった。今度は、1回成功するまでに連続して失敗す
る回数 Y の確率分布を考える。

再び、ベルヌーイ試行を繰り返すことを考える。成功確率 pのベルヌーイ試行の確率関数は

p (k) = pk (1 − p)1−k , k = 0, 1. (25)
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であった。k回連続して失敗した後に成功する確率は、ベルヌーイ試行の確率関数と同様に

Pr [Y = k] = pY (k)

= Pr [X1 = 0 and X21 = 0 and . . . and Xk = 0 and Xk+1 = 1]

= Pr [X1 = 0] Pr [X2 = 0] · · · Pr [Xk = 0] Pr [Xk+1 = 1]

= (1 − p)k p (26)

と求まる。この確率関数を持つ確率分布を幾何分布と言う。幾何分布の定義は前述の通り、「1回成功するまでに
連続して失敗する回数 Y の確率分布」である。この確率関数の形状は、参考書 p.63の図 5.3および 5.4を参照の
こと。

幾何分布の期待値は

EY [Y] =

∞∑
k=0

kpY (k) =
∞∑

k=0

kp (1 − p)k

= p (1 − p)
∞∑

k=0

k (1 − p)k−1

= p (1 − p)
∞∑

k=0

∂ (1 − p)k

∂ (1 − p)

= p (1 − p)
∂
∑∞

k=0 (1 − p)k

∂ (1 − p)

= p (1 − p)
∂ (1 − (1 − p))−1

∂ (1 − p)

=
p (1 − p)

p2 =
1 − p

p
(27)

モーメント母関数も t < log (1 − p)−1の範囲で

MY (t) =
p

1 − (1 − p) et (28)

と求まる。分散の計算を飛ばしたのは、参考書によれば、モーメント母関数から求める方が簡単なため。

幾何分布の分散は、

Var [Y] = E
[
(Y − µY )2

]
でも、

Var [Y] = E
[
Y2
]
− (E [Y])2

でもなく、負の二項分布と同じく

Var [Y] = E [Y (Y − 1)] + E [Y] − (E [Y])2

から求める。

EY [Y (Y − 1)] =

∞∑
k=0

k (k − 1) pY (k) =
∞∑

k=2

k (k − 1) p (1 − p)k

= p (1 − p)2
∞∑

k=2

k (k − 1) (1 − p)k−2

= p (1 − p)2
∞∑

k=2

∂2 (1 − p)k

∂ (1 − p)2

= p (1 − p)2 ∂
∑∞

k=2 (1 − p)k

∂ (1 − p)

= p (1 − p)2 2
(1 − (1 − p))3

=
2 (1 − p)2

p2
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より、

Var [Y] =
2 (1 − p)

p2 +
1 − p

p
− (1 − p)2

p2

=
1 − p

p2

モーメント母関数も t < log (1 − p)−1の範囲で

MY (t) = E
[
etY
]
=

∞∑
k=0

etk (1 − p)k p

= p
∞∑

k=0

{
et (1 − p)

}k
=

p
1 − et (1 − p)

と求まる。分散の計算は、参考書によると、モーメント母関数から求める方が簡単かもしれない。

次に幾何分布を少し一般化する。独立なベルヌーイ試行の繰り返し X1, X2, . . .の中で、通算で r回の成功が起こ

るまでに失敗した回数を Z とする。幾何分布は r = 1の場合に相当するし、実は幾何分布に従う独立な確率変数
を Y1, . . ., Yr とすると、負の二項分布は ZY = Y1 + · · · + Yr 個の従う確率分布とも言える。

「Z = k」という事象は、「k + r − 1回の試行を終えた時点で r − 1回の成功が起きていて、k + r回目の試行で r

回目の試行が起こる」事象とも言える。X1, X2, . . .は各試行回で成功していれば 1、失敗していれば 0であること
を思い出せば、

Pr [Z = k] = Pr [X1 + X2 + · · · + Xk+r−1 = r − 1 and Xk+r = 1] (29)

となる。これは Xi, i = 1, 2, . . .が互いに独立なことから、

Pr [Z = k] = Pr [X1 + X2 + · · · + Xk+r−1 = r − 1] Pr [Xk+r = 1]

=
[
k+r−1Cr−1 pr−1 (1 − p)k

] [
p1 (1 − p)0

]
= k+r−1Cr−1 pr (1 − p)k (30)

この確率関数を持つ確率分布を負の二項分布という。負の二項分布の確率関数の例は、参考書 p.65の図 5.5およ
び 5.6を参照のこと。
負の二項分布の平均と分散はそれぞれ

E [Z] =
r (1 − p)

p
(31)

V [Z] =
r (1 − p)

p2 (32)

となる。モーメント母関数は、負の二項分布が幾何分布の和の分布であることを利用して、t < log (1 − p)−1 の範

囲で

MZ (t) =

{
p

1 − (1 − p) et

}r

(33)

となる。

3 レポート課題

確率分布 Fのモーメント母関数は、

E
[
etX
]
=
∑
k∈X

exp (tk) p (k) (34)

あるいは

E
[
etX
]
=

∫
x∈X

exp (tk) f (k) dx (35)

で定義される。

#6-1 二項分布と幾何分布の平均、分散、モーメント母関数を計算できるようにしておくこと。
#6-2 二項分布と幾何分布のモーメント母関数を、t = 0の回りでマクローリン展開し、平均と分散を計算できる
ようにしておくこと。
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3.1 マクローリン展開とテイラー展開

無限回微分可能な関数 g (x)の k階の導関数を g(k)とおく。まず、テイラーの公式

g (x) =
n−1∑
k=0

g(k) (a)
k!

+ Rn (x) (x − a)k (36)

を既知とする。Rnはこの式の等号が成り立つように定められる剰余項である。ロルの定理から xに依存して決ま

り、区間 (a, b)の値を取る関数 c (x)を用いて

Rn (x) =
g(n) (c (x))

n!
(x − a)n (37)

と表せる。

テイラーの公式で n→ ∞とせず、有限の nのまま、x = aの近傍で

g (x) '
n∑

k=0

g(k) (a)
k!

(x − a) (38)

とすると、g (x)の x = aの近傍での多項式近似が得られる。ただし、この近似が良い精度を持つためには、剰余

項が

Rn (x) = o
(
(x − a)n−1

)
(39)

を満たさなければならない。

g (x)のマクローリン展開は、テイラーの公式で a − 0と置き、さらに n→ ∞の極限

g (x) =

∞∑
k=0

g(k) (0)
k!

xk

= g (0) +
∞∑

k=1

g(k) (0)
k!

xk

= g (0) + g′ (0) x +
g′′ (0)

2
x2 +

g′′′ (0)
6

x3 + · · · (40)

として与えられる。マクローリン展開の展開の中心を x = 0ではなく x = aとすると、テイラー展開と言われる。

g (x) =

∞∑
k=0

g(k) (a)
k!

(x − a)k

= g (a) +
∞∑

k=1

g(k) (a)
k!

(x − a)k

= g (a) + g′ (a) (x − a) +
g′′ (a)

2
(x − a)2 +

g′′′ (a)
6

(x − a)3 + · · · (41)

テイラー展開やマクローリン展開は、テイラーの公式の極限であり、これら存在する条件は、テイラーの公式の

剰余項が

lim
n→∞

Rn (x) = 0 (42)

を満たすことである。
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